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Resumen. Uno de los problemas mds cldsicos en el ambito de la optimizacion de fun-
ctonales no lineales con restricciones no lineales es el cdlculo de los denominados puntos
de Fekete en la esfera unidad, que consiste en determinar la posicion de n cargas eléctricas
1quales sobre la esfera de manera que su energia potencial electrostdtica sea minima.

Este problema es considerado como uno de los paradigmas de la complejidad computa-
cional. Con los algoritmos disponibles hasta la fecha no parece posible obtener configura-
ctones cercanas a minimos para mds de unos pocos miles de cargas, y eso haciendo uso
de una considerable infraestructura de cdlculo.

En esta comunicacion presentamos un algoritmo robusto y eficiente para el problema de
los puntos de Fekete en una esfera, que se basa en la integracion numérica de la trayectoria
cuasiestdtica sequida por cada carga sobre una esfera friccionante y donde el medio ofrece
una resistencia viscosa infinita.

1. INTRODUCCION

El problema de la obtencion de los puntos de Fekete de orden n en una variedad S ocupa
un lugar preeminente en la investigacion matematica de las tltimas décadas. En su version
original, consiste en determinar sobre un compacto S C IR? las posiciones de n puntos
de manera que sea maximo el producto de sus distancias euclideas dos a dos. Las n-uplas
wn = {x1,...,2,}, que satisfacen esa propiedad se conocen como los puntos de Fekete de
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orden n en S. No es dificil comprobar que esas n-uplas minimizan en S el funcional

L(wn) = Y Kz x5), (1)

1<i<j<n

donde K(z;,xz;) = —In|z; — ;| es el denominado nicleo logaritmico y |x; — x;| es la
distancia euclidea entre z; y x;. El valor Z(w,) representa, salvo un factor, la energia
potencial correspondiente al nicleo logaritmico, ver [8], de la distribuciéon w, cuando a
todos sus puntos se les asigna un peso unidad.

Pueden obtenerse multiples variantes del problema sin mas que considerar diferentes
niicleos en variedades arbitrarias. Un nticleo de particular interés es el nicleo newtoniano,
que en el espacio tridimensional se define como K(z;,x;) = |z; — 2;|7! y cuya energia
potencial asociada I(w,) se denomina energia potencial electrostdtica. La interpretacion
electrostatica del ntcleo newtoniano corresponde a la situacion en que cada dos puntos
se repelen con una fuerza soportada por la recta que los une y de moédulo inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia que los separa, es decir, como cargas eléctricas
clasicas del mismo signo. Existen muchos otros ntcleos relevantes sobre los que el lector
interesado podré encontrar informacion en [8].

En relaciéon a las diferentes versiones del problema de los puntos de Fekete se han
obtenido una cantidad considerable de resultados tanto teéricos como numeéricos, ver por
ejemplo, [3, 5, 6, 7, 9, 10, 11| donde el problema ha sido completamente resuelto para
ciertos nicleos y ciertos valores de n. Por otra parte, existen cientos de referencias a las
aplicaciones practicas del problema de los puntos de Fekete, que van desde la quimica y la
biologia a la electrostética, pasando por el calculo numérico (esquemas de interpolacion,
construccion de mallas para elementos finitos, integracion numérica) y el diseno asistido
por ordenador, ver por ejemplo [1, 2, 9, 11, 13].

El problema de los puntos de Fekete en la esfera unidad esta considerado como modelo
de problema de optimizaciéon de un funcional altamente no lineal con restricciones no
lineales. A pesar de la enorme capacidad de los ordenadores actuales y de la gran evolucion
que han experimentado en los tiltimos anos las técnicas numéricas, este tipo de problemas
constituye todavia uno de los paradigmas de la complejidad computacional. De hecho,
el problema de la obtenciéon de un algoritmo robusto y eficiente para el problema de los
puntos de Fekete en una esfera figura en la lista de problemas abiertos elaborada por
Smale, [12].

En general, sélo es razonable esperar un buen comportamiento de los algoritmos ha-
bituales de optimizacién con restricciones cuando éstas son lineales o pueden ser apro-
ximadas de manera suficientemente exacta por restricciones lineales, e incluso en esos
casos las velocidades de convergencia suelen resultar muy inferiores a las de los métodos
de optimizacion libre o sin restricciones [9]. Asi, muchos autores optan por transformar
problemas como el de los puntos de Fekete en problemas sin restricciones mediante alguna
parametrizacion de la variedad. Por ejemplo, en relacion a la optimizacion de funciona-
les en la esfera, se ha recurrido las parametrizaciones estandar dadas por la proyeccion
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estereogrdfica y por las coordenadas esféricas, |9, 13|. Esta manera de proceder permite
utilizar las técnicas clasicas de optimizacion, como por ejemplo el método del Gradien-
te, el método de los Gradientes Conjugados, el método de Newton y toda la familia de
métodos quasi-Newton. No obstante, también se han utilizado métodos maés sofisticados
como los denominados métodos de Optimizacion Combinatoria, entre los cuales figuran
el Simulated Annealing, el Tabu Search y los Algoritmos Genéticos. Ademas, se han di-
senado estrategias de optimizaciéon combinando los diferentes métodos disponibles con la
intenciéon de aprovechar lo mejor de cada uno de ellos en cada fase del célculo.

En general, la dificultad numérica de este tipo de problemas va més alla de la aparicion
de multiples extremos. En particular, para el problema de los puntos de Fekete en una
esfera, existen publicaciones muy recientes en que se reconoce que la mera obtencién de
una posiciéon cercana a un 6ptimo local para unos cientos de cargas requiere hacer uso
de una importante infraestructura de calculo y, con los medios actuales, se considera
practicamente imposible para unos pocos miles de cargas [5].

Presentamos aqui los fundamentos de un algoritmo para la obtenciéon de los puntos de
Fekete en una esfera. Mostraremos que dicho algoritmo proporciona posiciones cercanas
a O6ptimos locales para configuraciones de varios miles de puntos en tiempos razonables y
con un unico procesador convencional tipo Pentium IV.

2. FUNDAMENTOS DEL ALGORITMO

Si M es una variedad e Z: M — IR es una funcion objetivo, las estrategias habituales para
la obtencion de extremos de Z parten de una parametrizacion de la variedad y, en el espacio
de pardmetros, tratan de localizar los 6ptimos entre los puntos que anulan el gradiente
de Z. La localizacion de tales puntos suele efectuarse partiendo de una posiciéon inicial
dada, llevando a cabo un acercamiento progresivo a algin candidato a 6ptimo mediante
la determinacion de una direccion de avance y una magnitud de tal avance, denominada
paso, en cada iteracion. Este es el fundamento de métodos tales como el del Gradiente,
Gradiente Conjugados y, en cierta forma, también de los métodos de Newton y quasi-
Newton. Las dificultades y limitaciones de este tipo de métodos son bien conocidas, entre
ellas, la indecibilidad de la convergencia en problemas generales y la excesiva dependencia
de la parametrizacién escogida. Sin embargo, también existen métodos que evitan esta
ultima dificultad prescindiendo de parametrizaciones, decidiendo en cada iteracién tanto
la direccién de avance como el paso, evaluando directamente tanto la funciéon como su
gradiente sobre la variedad, ver por ejemplo [9].

El algoritmo que presentamos se sittia en el ambito de estos tltimos en el sentido de
que prescinde de parametrizar la variedad, aunque precisa del conocimiento de su campo
normal.

Las ideas de las que deriva el algoritmo provienen de la Fisica. En lugar de pregun-
tarnos cudles son las configuraciones de minima energia potencial consideraremos, dada
una configuraciéon de partida no 6ptima, de qué manera pueden moverse las particulas,
en el sentido mecénico del término, para alcanzar una configuraciéon de minima energia
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potencial. Tras ello subyace la equivalencia que en sistemas mecanicos existe entre con-
figuraciones de minima energia potencial y configuraciones en equilibrio estatico estable.
Un sistema mecanico compuesto por particulas esta en equilibrio si la fuerza resultante
que actua sobre cada una de esas particulas es nula. El equilibrio seré estable si las fuerzas
generadas por pequenas perturbaciones en la posicion tienden a devolver a cada particula
a su posicion original, y entonces dicha configuracion sera un minimo de la energia poten-
cial del sistema. Asi pues, dada una configuracion de partida no 6ptima, deberan existir
fuerzas no equilibradas actuando sobre las particulas, y esas fuerzas inducirén inevitable-
mente el movimiento de las mismas. Nos interesara conocer el caracter de esas fuerzas y
de ese movimiento, y cuando conducira a las particulas a una posicion de equilibrio.

Si z(t) = (z1(t),...,z,(t)) denota la posicion del sistema de las n particulas, que
supondremos de carga unidad, donde x;(t) representa la posiciéon de la particula j-ésima,
entonces las ecuaciones para el movimiento del sistema sobre la superficie de la esfera
estan dadas por la identidad

2"(t) = =VIZ(x(t)) — ca'(t) + (x(t),2'(t)), ¢>0. (2)

El término —cx'(t) representa a una fuerza disipativa de origen viscosoy ® = (®4,...,®,,)
es una fuerza adicional que tiene en cuenta la interacciéon de cada particula con la esfera
y que ademas satisface que

O(x(t), 2'(t)) = (D1 (z(t), 21(1)), - ., Pu((t), 2, (1)). (3)

Por otra parte, para cada i = 1,...,n, la fuerza ®; puede descomponerse en sus compo-
nentes normal y tangencial a la esfera, esto es

O;(2(t), 2i(t)) = f (z(t), 2}(t)) + (x(t), 2/ (t)). (4)
En la identidad anterior, si —VZ = (Fy,..., F,), para cada i = 1,...,n la componente

normal @7 se encarga de anular la componente de F; normal a la esfera y de proporcionar
la fuerza centripeta, por lo que su expresion debe estar determinada por la identidad

O (a(t), 2}(t) = — [|#5(0) + (Fi(a (D) ()] i(t).  i=1,....n. (5)
Por otra parte, la componente tangencial @} representa las fuerzas disipativas de friccion
que actiian sobre cada particula y que dependen por tanto de las caracteristicas de su
contacto con la esfera. En este trabajo, el modelo de fricciéon que proponemos es una
modificacién del modelo clasico de Mohr-Coulomb vy esta descrito por las identidades

®i(w(t), 7i(t) = - {Fl(q:(t)) + |37;(t)\2xz(t)‘ - ﬂ sen(a;(z(t))) zi(?)

, i=1,..
|7;(t)]

donde a;(z(t)) es el angulo que forman los vectores F;(x(t)) + |zi(t)[*xi(t) y z;(t). Para
la formulacion de este modelo se ha tenido en cuenta que en la esfera unidad

Fe(t) + la(Pad)] > 3, i=1,...n (7)

|
—_

. n, (6)

4
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Si consideramos
(a(t)) — P = (B((0),2:(0) )
' |Fi(x(t) = (Fi(@(t)), zi(t)) za(t)]
puede demostrarse que las trayectorias
1t _
= @/0 sen(a;(x(s))) u(x(s))ds, i=1,...,n, 9)

convergen cuando ¢ — oo a una funcion z; y que z(t) = (21(¢),...,2,(t)) es solucion de
la ecuacion (2). Denominaremos trayectoria cuasi-estdtica a cada funcion obtenida por el
anterior proceso de paso al limite cuando ¢ — oco. Puede demostrarse que una trayectoria
de este tipo es siempre de descenso de la energia potencial Z.

x$(t)

3. INTEGRACION DE LAS TRAYECTORIAS CUASI-ESTATICAS

Una forma de entender las trayectorias cuasi-estaticas anteriores consiste en interpretarlas,
en tanto que envolventes de los vectores sen(a;(x(s))) u;(x(s)), como soluciones del sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias

Zi(s) = sen (i(z(s))) ui(z(s)), i=1,...,n. (10)

(2

Para la resolucion numérica de (10), utilizaremos el método de Euler hacia delante, con
lo que cada iteracion se reduce a

zi(sk + Asg) = zi(sk) + Asgsen (a(z(sg))) ui(2(sg)), i=1,...,n. (11)

Como nuestro principal objetivo es que el algoritmo anterior permita localizar un mi-
nimo de la energia potencial, cuando a partir de una posiciéon inicial dada el algoritmo
determine un minimo, diremos que ha convergido. Sin embargo, cabe también pregun-
tarse si el algoritmo consigue integrar suficientemente bien las trayectorias cuasiestaticas,
es decir, si dada una posicion inicial, consigue localizar el tinico punto estacionario que
corresponde a dicha posicion inicial. Cuando a partir de una posicion inicial dada el al-
goritmo consiga encontrar el punto estacionario que le corresponde, diremos que ha sido
estable.

Parece obvio que cuando en la posicion inicial haya particulas muy cercanas a otras se
deberia tener un especial cuidado durante la integracion de las trayectorias: seria necesario
evitar que las particulas se atropellasen rompiendo la suavidad del movimiento, y eso
conduciria a unos incrementos Asp muy pequenos que, si se mantuvieran constantes,
ralentizarian excesivamente el proceso de avance de las particulas sobre la esfera cuando
ya se hubieran distribuido razonablemente bien. En definitiva, para conseguir un grado
de eficiencia razonable habria que redefinir Asy en cada iteracion y ademés, Asy deberia
depender del nimero de particulas. Una forma sencilla y comoda de tener todo esto en
cuenta es reparametrizar la ecuacion (10) para obtener el siguiente sistema

z(s) = @((2(s)) sen (@i(2(s))) ui(2(s)), i=1,...,n (12)

5
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cuyas trayectorias solucion coinciden con las del sistema original (10). Ahora el esquema
de integracion queda

zi(sk + Asg) = zi(sk) + Aspp(z(sk)) sen (o (2(sk))) uiz(sk)), i=1,....,n  (13)
Cuando ¢(z) = 1<m<1’n< {lzp — #4|}, lo que significa que el producto Asysen (a;(2(sk)))
<p<g<n
representa el maximo porcentaje de la minima distancia entre particulas que se permite
avanzar a cada una de ellas en cada iteracion, se ha observado que con independencia
de n, tomar As, < 1 garantiza la convergencia del método salvo para configuraciones
de partida realmente extremas. No obstante, no es posible asegurar que el algoritmo sea
estable, salvo para posiciones de partida muy buenas.
Es posible aumentar la robustez del algoritmo considerando funciones ¢ algo més com-

plicadas. Por ejemplo, si se toma ¢(z) =,/ min {cosa;(2)} min {|z,—z,|}, la condicion
1<i<n 1<p<g<n

Asy, < 1 garantiza la convergencia del método. Si se toma,

L max {sen? o;(2)}

o(z) = [(0,5 —a)e * 1sisn + a] 1§I;1§1/(11’1§n{|2p<5) — 2(s)[}
con a = 0,005 y b = 0,01, se obtiene un esquema siempre convergente y estable excepto
para configuraciones de partida extremadamente dificiles. Cada usuario puede por tanto
adecuar el algoritmo a su orden de prioridades; si lo tinico que se persigue es la locali-
zacion de un punto estacionario, debe tenerse en cuenta que asegurar la convergencia es
sumamente simple.

Naturalmente, si se ejecuta al pie de la letra el algoritmo que acabamos de describir,
las particulas abandonaran la esfera. Para asegurar que se verifican las restricciones del
problema es necesario devolverlas a ella después de cada nuevo avance. Para conseguirlo
haremos uso de un algoritmo de retorno que consiste simplemente en realizar la proyeccion
ortogonal sobre la esfera. De esta forma, cada nuevo avance involucra los pasos

zi(sk + Asg) = zi(sk) + Aspp(2(sk)) sen (i (z(sg))) ui(z(sk)), i=1,...,n,

14)
zi(sg + Asy) , (
zi(sp +Asp) = —————, i=1,...,n.
z( k k) |Zi<8k—|—ASk)" ) )
Ya que las distancias recorridas por cada particula con este algoritmo son pequenas,
proceder asi no afecta ni la convergencia ni la estabilidad del método.

4. APLICACION DEL METODO

En la aplicacion del método descrito anteriormente, hemos observado que después de una
primera fase altamente no lineal de acomodacién o acercamiento propiamente dicho, el
algoritmo muestra un orden de convergencia lineal. Cuando se alcanza la tendencia lineal
puede suponerse en general que ya se esta suficientemente cerca de un minimo local y que
el método deja de ser, en principio, competitivo, en comparacion con el de Newton.
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La Figura 1 muestra la evolucion de log( 1I£1§1<X {sen «;}), que se ha considerado un buen
sn

indicador del error, en funcién del namero de iteraciones.

Numero de iteraciones

1.00E+000 SOOIO 100100 150100 200.00 250'00 300’00

1.00E-01
1.00E-02
1.00E-03
1.00E-04
5 1100E-05
£ 1.00E-06
1.00E-07,
1.00E-08
1.00E-09
1.00E-10
1.00E-11
1.00E-12
1.00E-13

Figura 1: Comportamiento del algoritmo.

En concreto, la Figura 1 corresponde a la obtenciéon de un minimo local para la ener-
gia potencial electrostatica de 1000 particulas sobre la esfera unidad, partiendo de una
configuracion generada aleatoriamente ajustandose a una densidad de probabilidad uni-
forme sobre su superficie y exigiendo tinicamente convergencia. El esquema utilizado fue

el correspondiente a la eleccion ¢(z) = min  {|z, — z,|}.
1<p<qg<n

Utilizando un tinico computador convencional con procesador tipo Pentium IV de 2,8
GHz y 512 MB de memoria RAM, el tiempo necesario para conseguir un error inferior a
1072 fue de algo menos de una hora. No obstante, el tiempo necesario para alcanzar la
tendencia lineal fue de apenas 20 minutos. La Figura 2 muestra, a izquierda y derecha
respectivamente, las posiciones inicial y final en este caso.

“/(;f"w“"!'*
AP T s
for i
aslrySe

}
RS
NS S i

Figura 2: Configuraciones inicial y final y celdas de Dirichlet, para n = 1000.
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La Figura 3 muestra una configuraciéon de tamano n = 5000 después de alcanzar la
tendencia lineal, lo que requiri6 aproximadamente 20 horas con el mismo procesador.

LS,
AT

AT
AL I

Figura 3: Configuracion final y celdas de Dirichlet, para n = 5000.

En base a la experimentacion numérica llevada a cabo con diferentes valores de n y
utilizando diferentes posiciones de partida en cada caso es posible concluir que el coste
computacional del algoritmo es O(n?Inn); en cuanto a la demanda de memoria, es obvio
que se reduce a O(n) . Teniendo en cuenta los tiempos de calculo necesarios para alcanzar
la tendencia lineal correspondientes a los ejemplos anteriores, queda claro que con una
buena infraestructura de célculo pueden abordarse sin dificultad problemas de gran tama-
no. Por otra parte, la robustez del algoritmo ha quedado corroborada en absolutamente
todas las pruebas realizadas, habiéndose estudiado casos con valores de n superiores a
50000, ver [4].
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