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Resumen

En este trabajo aplicamos a redes triangulares el calculo vectorial discreto
desarrollado por los autores para redes generales que conduce a la definicién de
operadores en diferencias miméticos a los operadores gradiente y divergencia.
Obtenemos que todos los esquemas en diferencias, con coeficientes constantes,
para operadores de segundo orden con coeficientes constantes pueden verse co-
mo operadores en diferencias de la forma —div (AVu) + (b, Vu) + qu. Ademds,
caracterizamos propiedades especiales de los esquemas en diferencias, tales como
simetria y positividad en términos de ¢, b A.

Introduccién

Los problemas lineales de contorno aparecen generalmente como las ecuaciones de
estado de problemas de la fisica matematica cuya resolucion requiere algin tipo de
aproximaciéon. En los tltimos anos ha emergido con enorme potencia, la via de abordar
dichos problemas modeldandolos directamente sobre un espacio discreto que aproxime
a un medio continuo, en lugar de discretizar las ecuaciones de estado mediante las
técnicas usuales de diferencias finitas, elementos finitos, elementos de volumen, métodos
espectrales o métodos sin malla. El modelo discreto permite describir los fenémenos
de forma suficiente e incluso muy precisa, sin la introducciéon de técnicas sofisticadas
que a veces oscurecen las propiedades de las soluciones. Este planteamiento requiere el
desarrollo de un calculo vectorial discreto que contenga los analogos de los operadores
diferenciales basicos para lo que con frecuencia se han utilizado los conceptos y técnicas
provenientes de la Topologia Algebraica, [7, 9]. Los trabajos pioneros de la antigua
escuela soviética, [8], se han popularizado y extendido a través de la monografia [10],
en la que se describe el denominado Método de Operadores de Referencia. Este método
y sus variantes han dado lugar a una intensa produccién que se encuentra en plena
efervescencia, agrupada bajo la denominacién general de Discretizaciones Miméticas
en Mecénica del Medio Continuo, [4, 5, 6]. La idea basica subyacente es la de construir
un calculo vectorial discreto sobre mallas, estructuradas o no, que permita obtener
versiones discretas del calculo vectorial sobre el Medio Continuo. Por tanto, este calculo
vectorial discreto debe tener como ingredientes esenciales funciones, campos y opera-
dores discretos que jueguen el papel de los operadores diferenciales de primer orden con
los que se formulan las ecuaciones cinemaéticas y las de balance. Ademas, las versiones
discretas de estos operadores deben satisfacer las mismas propiedades estructurales



que sus referentes continuos, desde los resultados relativos a la composicion, hasta los
andlogos del Teorema de la Divergencia y de las Identidades de Green.

En esta comunicacion presentamos la ejemplificacion a mallas triangulares planas
de nuestro modelo de célculo vectorial discreto, [1, 2, 3], aunque los conceptos y técnicas
pueden ser generalizados sin excesiva dificultad a mallas desestructuradas en cualquier
dimension. El concepto fundamental en este modelo es el de espacio tangente a cada
nodo de la malla, que consiste en el espacio vectorial de las combinaciones lineales
formales de las ramas incidentes con él. A partir de ello, definimos los conceptos de
campo vectorial, de forma bilineal y en particular, la nocién de tensor métrico. Después
de dotar de productos internos a los espacios de funciones y de campos, siguiendo el
guion proporcionado por el andlogo continuo, se construyen los operadores gradiente y
divergencia cuya composiciéon da lugar al operador de Laplace-Beltrami asociado a la
estructura métrica.

Analizaremos el caso de redes triangulares regulares y mostraremos que los esque-
mas en diferencias para operadores elipticos de segundo orden y con coeficientes con-
stantes, se corresponden con los operadores en diferencias construidos a partir de elec-
ciones concretas del tensor métrico. Mostraremos también que las propiedades estruc-
turales de dichos esquemas, tales como la consistencia, simetria o positividad, pueden
ser caracterizadas en términos de propiedades algebraicas del tensor métrico.

Trataremos con esquemas asociados a operadores diferenciales lineales de segundo
orden con coeficientes constantes en IR?, es decir L(u) = —div (KVU) + (k, Vu) + kou,

donde K es una matriz simétrica y k € IR?.

Para cada h > 0 consideraremos fijado V}, un subconjunto de IR* cuyos elementos se
denominan nodos. Para cada nodo z € V}, escogeremos un subconjunto finito de nodos
Vi(z), denominados nodos adyacentes a x, de tal manera que y € Vj(z) sii x € Vj,(y).
El conjunto V}, junto con la relaciéon de adyacencia anterior serd denotado por I'y, y
denominado genéricamente red. La adyacencia entre nodos x e y sera representada
geométricamente por medio del segmento que los une, s, y supondremos que I';, es
conexa.

Para construir esquemas en diferencias sobre la familia de redes {I', }5~0, usaremos
para cada h > 0 y para cada z € V}, una plantilla, que denotaremos por Si(x), con-
teniendo sélo al nodo x, a sus nodos adyacentes y a los nodos adyacentes a éstos, es

decir, Sy(z) = {z} U Vi(z) U (ye ym V().

En este trabajo consideramos redes triangulares homogéneas, es decir, para cada
h >0y cada z € Vj se satisface que Vi, (z) = 2 + hW donde W = {w;}5_, C IR? con
w1, wy linealmente independientes, wy = wy —w; y w3, ; = —w;, j = 1,2, 3. Entonces,
para cada x € Vj,, Sp(z) = {z} U (x + hW) U (x + h(W + W)) y por tanto la plantilla
estd formada por los siguientes nodos:

rj = ¥+ hwj, zj = o+ 2hwj, j=1,...,6;
Yigar = T+ h(Wi+ W), Yy = 2 —h(wi+win)  J=12 (1)
Y13 = = — h(w; —ws), Yz = @+ h(w; — wy).

La Figura 1 muestra un ejemplo de plantilla del tipo anterior donde w; y ws son los
vectores de la base canénica de IR%.
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Figura 1: Plantilla triangular

En este trabajo solo consideraremos esquemas con coeficientes constantes lo que sig-
nifica que existen funciones ¢, o, 85, 7 =1,...,6 y 75, 4,J = 1,2,3, i # j, denominadas
coeficientes del esquema, tales que para todo x € V,, se satisface

6

L(u)(x) = (k) u(x) 3 o(h) (u(x) = uey) + 30 B5(h) (u(x) — u(z)
+ 2 ) (@) — ulyy))-

4,j=1,2,3
i#]

(2)

El esquema L; se denomina casi-simétrico si existe hg tal que para todo 0 < h < hg,
Bi(h) = Bs4(h), j =1,2,3 5 vj(h) = v(h), 1 <i<j<3. El esquema se denomina
simétrico si es casi simétrico y a;(h) = asy;(h), 7 =1,2,3 para 0 < h < hy.

El esquema Lj se denomina de tipo no negativo si existe hy tal que los coeficientes
toman valores no negativos para todo 0 < h < hg. El esquema se denomina positivo
si es de tipo no negativo y existe C' > 0 tal que h?a;(h) > C, j = 1,...,6 para cada
0<h<hy.

Operadores en diferencias

En esta seccion fijado h > 0, establecemos un calculo en diferencias sobre una red
I';,. Para ello interpretamos I';, como una variedad discreta y procedemos por analogia
con el caso diferencial.

Denotamos por C(V},) al espacio vectorial de las funciones reales definidas sobre V},
y si F C Vj, por C(F) al subconjunto de C(V},) formado por las funciones que se anulan
en Vi, \ F. Siu € C(V}), el soporte de u es el conjunto sop(u) = {x € V}, : u(z) # 0}.
Ademas, el conjunto de las funciones de V} cuyo soporte es un subconjunto finito
serd denotado por Cy(V},).

Para cualquier € V},, definimos el espacio tangente en x como el espacio vectorial,
T.(T'y), de las combinaciones lineales formales de los segmentos incidentes con z, lo que
implica que {szy}yev, (2) €s una base de T,(I'y) y por tanto que dim 7,(I'y) = 6.

Un campo vectorial es una aplicacion que asigna a cada nodo un vector de su espacio
tangente. Por tanto, si f es un campo vectorial, entonces existe f:V, x V, — IR, su



funcién componente, tal que para cada x € V}, se tiene que f(x,y) =0siy ¢ Vi(z)y
f(x) = X f(z,y)s4y. Sif e X(I')), el soporte de f es sop(f) = {z € V}, : f(z) # 0}.

yEVh(2)
Los espacios de campos vectoriales y de campos vectoriales con soporte finito seran

denotados por X (I'y,) y Xy(I'y), respectivamente.

Un campo se denomina simétrico si su funcion componente es simétrica y anti-
simétrico o flujo si su funciéon componente es antisimétrica. La descomposicion de toda
funcién f en parte simétrica, f°, y parte antisimétrica, f*, determina que todo campo
f puede expresarse de forma tnica como suma de un campo simétrico, f* y un flujo f¢,
que seran denominados parte simétrica y parte antisimétrica de f, respectivamente.

Un campo vectorial f se denomina homogéneo si existe b = (b;) € R® tal que
f(z,z;) = b; para cada z € Vj,, j = 1,...,6. En este caso, diremos que f es el campo
homogéneo determinado por by claramente f es simétrico sii b3 ; = bj, j = 1,2,3 o
antisimétrico sii b3 ; = —b;, 7 = 1,2,3. De esta manera cada b € IR? determina de
forma obvia un campo simétrico y un flujo homogéneos.

Sif,g e X(T'y) y f, g son sus funciones componentes, la expresién (f, g) denotard la

funcién de C(V},) dada por (f,g)(x) = > f(z,y)g(x,y), z € V},. El producto interno
yEVi(z)

estandar sobre el espacio Xy(I'y,) es el definido por la expresién

S e =g [ Fe)d, fge X, (3)

eV Vi

Consideraremos también el producto interno estandar en Cy(V},), es decir,

> uz)u(z) = /Vh w(x)v(z)dr, u,v e Co(V). (4)

eV

Ambos productos internos son las herramientos basicas para la construccién del calculo
operacional. Por otra parte, las expresiones (3) y (4) sigue teniendo sentido cuando
solamente uno de los campos o de las funciones tienen soporte finito.

Un campo de matrices sobre I', es una aplicacion A que asigna a cada nodo x € V},
una matriz A(z) de orden 6. Diremos que A es un campo no singular si para cada x € V},
la matriz A(z) es no singular. En este caso denotaremos por A~ al campo de matrices
inversas.

Diremos que un campo de matrices A es diagonal, simétrico o definido positivo si
para cada x € V}, la matriz A(z) is diagonal simétrica o definida positiva, respectiva-
mente. Diremos que A es una métrica sobre I'y, si es un campo simétrico y definido
positivo. En este caso, la base {szy}ycv; (2) de T5(I'y) es ortogonal para todo = € V}, sii
A es ademas un campo diagonal.

Diremos que un campo de matrices A es homogéneo si existe A, una matriz de orden
6 tal que A(x) = A para cada x € V},, en cuyo caso diremos que A estd determinado
por A. Los campos de vectores y de matrices deben ser coherentes con la estructura
homogénea de la red y por esta razén soélo consideraremos campos homogéneos. Con-
cretamente, a partir de ahora b denotara el campo vectorial homogéneo determinado
por b = (b;) € IR® v A denotard el campo de matrices homogéneo determinado por
A = (a;;), una matriz de orden 6.



Para comenzar con el calculo operacional, tomaremos el gradiente como operador
bésico y determinaremos los demas operadores mediante técnicas de dualidad y de
composiciéon como es habitual en el contexto diferencial.

El operador gradiente asigna a cada u € C(V},) el campo vectorial Vu determinado
por la expresion

Vu(z) = 2; (u(azj) — u(x))smj, x € V), (5)

Es claro que Vu es un flujo y que Vu € Xy(I',) cuando u € Co(V},).

El operador divergencia asigna a cada f € X(I',) la funcién divf € C(V},) determi-
nada por la relaciéon

1
/ u(z)divf(x) de = —f/ (f, Vu)(z)dx, para cada u € Cy(V}). (6)
Vi 2 Jw,
Asi, si f es la funciéon componente de f, entonces
R 13
divf(z) = =3 > ( T, ;) (:cj,x)) = EZf“(iL‘,xj)a r € Vy, (7)
J=1 J=

lo que implica que divf = divf*. Ademds, divf € Cy(V},) cuando f € Ay(I',) de manera
que sobre Xy(I'y), la divergencia puede definirse formalmente como div = —V*, es
decir como el opuesto del adjunto del gradiente con respecto de los productos internos
definidos en Cy(V},) v Xo(I'). Por otra parte, la identidad (6) se satisface también
cuando f € Xy(I'y) y u € C(Vy).

Consideramos también los operadores AV y (b, V) que asignan a cada funcién
u € C(V4) el campo vectorial AVu y la funcién (b, Vu), determinados, respectivamente
por las expresiones

AVu(z 2; [Z_:law( (x))}sm, x € Vy,
o " (8)
(b, Vu)( EZb( —u(z)), z € Vj.

=1

Por supuesto, AVu € Xy(I'y) v (b, Vu) € Co(V4) cuando u € Co(V4).

Todos los operadores en diferencias que acabamos de definir, V, div, AV y (b, V),
son operadores de primer orden en el sentido de que para cada u € C(V},), f € X(T',) v
cada = € V},, se satisface que la expresién Vu(z), AVu(z), (b, Vu)(x) y divf(z) sélo se
tienen en cuenta los valores de u o f en x y en sus nodos adyacentes. En el mismo sentido,
un operador en diferencias sobre C(V},) o X(I'y) se denominard operador de sequndo
orden si para cada x € V}, los valores de la funcién o el campo imagen sélo depende de
los valores sobre los nodos de la plantilla Sy, (x). Por supuesto, la composicién de dos
operadores de primer orden produce otro de segundo orden y nuestro proximo objetivo
es presentar el tipo fundamental de operadores en diferencias de segundo orden sobre
'y, concretamente el operador div(AVu). Obsérvese que cuando A es una métrica,
entonces AV y div (AV) pueden considerarse como el gradiente y el operador de Laplace-
Beltrami con respecto de la métrica A~!. Para determinar su expresién, supondremos



A A,
que A = [ A A,
que se satisface la siguiente version discreta de la igualdad de derivadas cruzadas: si

B, B
By = %(/h + AY), By = %(AQ + Ab), By = %(Ag + AL) y tomamos B = B; B?
y B, el campo homogéneo determinado por B, se satisface que div (AVu) = div (BVu).
Esta propiedad permite suponer, sin pérdida de generalidad, que A, y Az son matrices
simétricas y que Ay, = AY, hip6tesis que asumiremos en lo sucesivo.

1 con A, = (afj), k =1,2,3. Con esta notacion se puede comprobar

En este trabajo, trataremos con operadores discretos homogéneos de la forma
Ly (u) = —div (AVu) + (b, Vu) + qu,

donde ¢ € IR, b es el flujo determinado por b = (b;) € IR? y A el campo de matrices
Al Ag
As Al

Hasta aqui, el cdlculo en diferencias se ha desarrollado sobre I', para h > 0 fijado.
Por supuesto, si suponemos que ¢: (0,00) — R, que b = (b;), con b;: (0,4+00) — IR,
J = 1,2,3 y que afj:((), +o00) — TR, 4,5,k = 1,2,3, el anterior célculo vectorial
discreto estd vigente para cada h > 0. En definitiva, para cada u € C(V}) los valores
de la funcién L (u) sobre Vj, estdn determinados por la expresién

determinado por A = [ ] , donde A, y A3 son matrices simétricas.

£nt0)(e) = 3 3 (200 + ) = ) () )

n ;i (i(a}i +a2) + hbj> (u(x) - ulws.;))

_ ‘;f; (@) — u(ar)) — ‘fg (w(w) = u(2)) + fj (u(x) = ulzs))
3 () —ule)) — 5 (ua) — ulas)) + 2 (u(a) - u(a)
- i ) = o) g1 T (o)~ )

. Z i (uw) = ulysn)) - hlz (u(2) = ulys))

- C}‘}j (w(z) — ulys)) - 6;5’21 (w(x) = u(ys1)) + qu(z), =z € Vi

Si comparamos la expresién anterior con la igualdad (2), vemos que el operador en
diferencias Ly, (u) es formalmente un esquema en diferencias con coeficientes constantes.
Nuestro objetivo inmediato es probar la propiedad reciproca, esto es, que si L; es
un esquema en diferencias con coeficientes constantes, entonces existen A, un campo
homogéneo de matrices y b un flujo tales que Lj(u) = —div(AVu) + (b, Vu) + qu.
De hecho, no es dificil comprobar que existen infinitos campos de matrices e infinitos
flujos con tal propiedad, aunque pueden determinarse univocamente haciendo que los
parametros tomen valor nulo. Concretamente, si Ly, es el esquema en diferencias descrito



en la identidad (2) y consideramos los escalares

h2 3

aj; = b) (aj + sy + 2085 + Bs1g) + Y (v + i3, J=12,3;

=1

i#]

h
by = 5 (g — a1 +2(B8s — Br) + 713 — Y31 + Y21 — M2,

h
by = 5 (s — az +2(8s — B2) + 721 — Y12 + V32 — V23

h
by = — (a6 — a3+ 2(Bs — B3) + 731 — Y13 + Y32 — Vo3,

2
a;; 0 =3 200 vy 0
y las matrices de orden 3, A; = h? 0 ady 0 |, A =—-h2| v 285 73
-1 0 (1%;3 0 32 2065
261 m2 0
y Az = —h*| 712 262 73 |, entonces Ly(u) = —div(AVu) + (b, Vu) + qu es un
0 3 203

operador en diferencias que satisface la propiedad requerida.

El siguiente resultado determina propiedades estructurales del esquema en términos
de los coeficientes del operador L. Para ello mantendremos las notaciones anteriores
y para cada j = 1,...,6 denotaremos por r; a la suma de la j-ésima fila de la matriz

A.

Proposicién. Se satisfacen las siguientes propiedades:

i) L5, es un esquema casi-simétrico sii A; = Al y Ay = Az. Ademds, L, es un
esquema simétrico sii se satisfacen las igualdades anteriores y b = 0.

ii) £}, es un esquema no negativo sii ¢ > 0, A es una Z-matriz y r; > —hb;
r34; > hb;, 7 =1,2,3, para h suficientemente pequeno. En particular, cuando £y,
es un esquema no negativo se debe verificar que ajl-j > hlbj|, j = 1,2,3, para h
suficientemente pequeno.

iii) Si lim hb = 0, entonces L), es de tipo positivo sii ¢ > 0 y A es una M-matriz

—0

diagonalmente dominante de forma estricta.

iv) Si b = 0, entonces £}, es un esquema de tipo no negativo sii ¢ > 0 y A es una
M-matriz diagonalmente dominante.
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