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Resumen. En este trabajo se presentan cotas superiores e inferiores del primer autovalor
no nulo de una red pesada, en términos de medidas de equilibrio de los subconjuntos de
vértices cuyo complementario tiene cardinal igual a 1. También mostramos la bondad de
las cotas obtenidas a partir del anélisis de algunos grafos para los que se conoce o bien
el valor exacto del primer autovalor no nulo o bien su comportamiento asintético con el
tamafio del grafo.
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1. Introduction

Es bien conocido que la obtencién del primer autovalor no nulo de un grafo
o una red es un problema NP-completo. Por tanto, cualquier acotacién no trivial
tiene gran interés y es potencialmente importante. En los dltimos afios se han
obtenido cotas del primer autovalor no nulo de una red en términos Gnicamente
de parametros relevantes de la propia red, tales como el tamafo, orden, didmetro
o grado, ver por ejemplo [3,4, 5, 6,7, 8, 9].

Las técnicas que usaremos aqui son las usuales en este contexto, es decir se
basan en la aplicacién de la versién discreta de la Identidad de Green y en la
caracterizacién variacional de los autovalores. La principal novedad del trabajo
reside en el tipo de funciones utilizadas, concretamente las medidas de equilibrio
de los complementarios de conjuntos unipuntuales. El uso de medidas de equili-
brio en este contexto fue introducido en [1] para determinar cotas de la constante
de Cheeger y del primer autovalor de los problemas de Dirichlet planteados sobre
una red. Un anélisis mds completo, contemplando problemas de contorno autoad-
juntos mas generales, ha sido realizado en [2].
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2. Preliminares

En esta comunicacién I' = (V, E)) denotard un grafo finito simple conexo y sin
lazos cuyos conjuntos de vértices y de ramas son V y E, respectivamente. Dos
vértices x,y € V se denominan adyacentes, lo que representaremos como x ~ Y,
si {x,y} € E. Los conjuntos de funciones reales en V y en V x V se denotardn
por € (V) y €(V x V), respectivamente. En particular, denotaremos por 1 a la
funcién constantemente igual a 1 en V. Por otra parte, si u € ¢ (V), entonces el
valor ¥ u(y) serd denotado por / udy.

yev JV

Denominaremos red a un par (I', ¢) donde I = (V, E) es un grafo finito simple
conexo y sin lazos y ¢ € € (V x V) es simétrica y satisface que c¢(x,y) > 0 cuyo
x~yyc(x,y) =0 en otro caso.

El operador de Laplace-Beltrami de la red (I, ¢) es el operador lineal

L EV) — EV)

que asigna a cada u € %'(V) la funcién

Zou(x) = /Vc(x,y) (u(x) — u(y)) dy, xeV. €))

Es bien conocido que el operador de Laplace-Beltrami de la red (I',¢) es au-
toadjunto, es decir satisface la denominada Identidad de Green

/v,ﬁfcudy:/ujfcvdy, paracada u,v€ € (V). 2)
% %

Denominaremos funcién de peso en V, o simplemente peso a cada funcién
v € € (V) que satisface que v(x) > 0 para cada x € V. Una red pesada es una
tripleta (I, ¢, v) donde (I',¢) es una red y v un peso sobre V.

Fijada una red pesada (T",c, v), para cada u € € (V) consideraremos los valo-

res .
2
lulls = [lavay v llllew = ([ iPvay)
\%4 \%4

y en particular, definimos el volumen de V como vol, (V) = ||1||,y. Cuando v =1,
omitiremos Vv en las notaciones anteriores. En este caso, vol(V) no es mas que el
cardinal de V.

Para cada subconjunto propio F C V, existe V¥ € €' (V), denominada medida
de equilibrio de F y caracterizada por satisfacer que 7" (x) > 0 para cada x €
F,F(x)=0six € V\Fy Zy"" =v sobre F, ver por ejemplo [1] y las
referencias allf citadas. En particular, cuando F =V \ {x}, la medida de equilibrio



Cotas superiores e inferiores del primer autovalor 135

de F sera denotada simplemente por Y. Nuevamente omitiremos el simbolo v
cuyo v = 1.
Aplicando la Identidad de Green (2), obtenemos que

vol, (V) :v(x)—zy;(x)+/zy;dy
\%4

y en definitiva que la actuacion del operador de Laplace-Beltrami sobre cada me-
dida de equilibrio de cada conjunto V' \ {x} es

Lyl =v—vol,(V)&,. 3)

3. Autovalores de una red

Si (T, ¢, V) es una red pesada, el problema de autovalores para el operador de
Laplace-Beltrami, con respecto del peso v consiste en encontrar A € IR tal que
existe u € €' (V) no nula que verifica

ZLu)=Avu. “)

Es bien conocido, ver por ejemplo [5], que A = 0 es autovalor simple de (4)
cuyas autofunciones son constantes y que el resto de autovalores son estrictamente
positivos.

En lo sucesivo, denotaremos por A(I',c, V) al primer autovalor no nulo del
problema (4), que puede caracterizarse desde un punto de vista variacional, ver
[2, 5], como

A(T,c,v) = min {||u||2_3/u$udx:/uvdx:o}. 6))
JV Vv

uc? (V)

Nuestro objetivo es determinar cotas superiores e inferiores de A(I',c, V) en
términos de las medidas de equilibrio 9}, con x € V. El resultado fundamental, es
el siguiente:

Proposicion 1. If (I',c, V) es una red pesada, entonces se satisface que

min{VOIV(V)} SA(F,C,V)SITII/H{ voly (V)1 lv.v }

Al xev | vohy (VI3 — 17117,

Demostracion. Fijado x € V, consideremos v = ||y ||1.v — vol, (V) 7y. Entonces

se tiene que /
4

voIV(V)2||%}’|]%,V —voly(V)||7Y]|7 - Por otra parte, como se verifica que v(x) =

vwdy =0, / v.Lvdy = voIV(V)ZHY;'HLV y ademds que HVH%V =
V bl
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[17|]1,v > 0, entonces v no es nula y la dltima cantidad es estrictamente posi-
tiva, de manera que la cota superior sigue de la caracterizacién variacional de
AT, c,v).

Por otra parte, si u € €' (V) es una autofuncion no nula asociada a A (T, ¢, v),

necesariamente / uvdy = 0 y ademds, aplicando nuevamente la Identidad de

Green, para cada x € V resulta que

MEey) [ uvdy= [ 3 Zudy= [ usiqay
\% |4 \%4

= /Vuvdy—vo|v(V)u(X) = —voly (V) u(x),

donde hemos utilizado la identidad (3). Ademas, como A(I',¢,Vv) >0, la identidad
anterior implica que

voly (V) |u(x)| = A(T,c,v)

/u}/xvva’y‘ S?L(F,c,v)/ lulwW vdy, xeV.
v v

Por tanto, si xo € V es tal que |u(xo)| = mé&({]u(x)\}, entonces
xXe

| lul vy < uto) 117 1v

y en consecuencia, vol, (V) < A(T,c,v) ||y |]1,v, de donde la cota inferior resulta
inmediatamente. O

Concluiremos esta comunicacién mostrando la bondad de las cotas obteni-
das, contrastando los resultados con algunos ejemplos de grafos para los que se
conocen cotas del primer autovalor no nulo. Como en todos los casos c(x,y) = 1
cuando x ~yy v =1, el autovalor A(T’, ¢, v) serd denotado simplemente por A (I").

Ejemplo 1: El camino de n > 2 vértices, P,.

Supondremos que P, = {x¢,x1,...,X,—1 }. En este caso, es sencillo comprobar
que para cada j =0,...,n— 1, lamedida de equilibrio ¥;; estd determinada por la
identidad

0, 0<i<y,
1) ]Slgn_l7

1

i () = 5<J—i><j+i+1>—n<j—i>{

lo que implica que ||y,||, = g(n— 1)(2n—1)—nj(n— j—1) y por tanto

2

n . . ”2j .
72 = 52 (1= 12 @0 =172 42 2n = j= 12 =L (0= j= D) (n = 1) 20— 1).
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Por otra parte,

1%113 = 35 (n= 1D (@2n—1)(2n(n 1) +1)

_ %j(n_j—1)(2n(n—1)—2j(n—j_1)+1)7

lo que implica que

2 2 n- . . . .
—n —=1)dn" —1)— — 1)(n— —j—1).
5o 7 — D@ = 1) == j(j+1)(n—j)(n—j-1)
En definitiva, para cada j =0,...,n— 1 tenemos que
|71, _ 30[(n—1)2n—1)—6j(n—j—1)]
|y llF =1l (2 =1)(4n> = 1) = 60j(j+1)(n—j)(n—j—1)’

expresion que toma su minimo valor en j =0 cuandon <4 yen

) 5 I’l2 2
nH%CjHZ - H’}/X,HI -

n—1 1
; 2 2 2
J= \\ 2 + 3 30\/10(471 (n?—1)=75(n>—-1) |,

si n > 4, mientras que el minimo de se alcanza en j = 0, para cualquier n.

%1,
Obtenemos pues que las cotas determinajldas por la proposicién son
6 30
—_— < AP — >2
none=n M S sy "2

3 15
lo que implica que — < 4 (P) < —, mientras que es bien conocido, ver [5], que
n n

A(P,) =2—2cos (E> ~ ;r—;

n

Ejemplo 2: El grafo dumbbell de n = 2k, k > 2, vértices, D,,.

Este tipo de grafos se construyen partiendo de dos grafos completos de k vérti-
ces, L'y R, unidos por una rama que conecta dos vértices arbitrariamente escogidos
x € L'y x € R. Claramente, la simetria del grafo hace que sea suficiente calcular
las medidas de equilibrio ¥, paray € L. Si y # x, entonces
(

n, si z€L, z#x,

n—1, si z=x,

si z=2%,

—, sl zER, 7#X,



138 Bendito, E. et al.

1 1
de donde |||, = Z(5n2—4k—8) yllnl?= §(13n3—8n2—40n+16). Por otra
parte,
1, si z€L, z#x,
n . A
=, Sl 2=
’Yx(Z): 2, =X,
2
"YC s zeR, 2#%,
2
1 1
lo que implica que ||1]], = Z(n2+4n—8) y %l = g(n3+4n2— 16). En defi-
nitiva,
4n 4n(n®+32n— 64)
— < A(D,) <
5n2—4n—8 (D) < n*+32n—64

lo que confirma la estimacién A (D,) € &'(n~!) obtenida en [3].

Ejemplo 3: El grafo barbell de n = 6k — 1, k > 1, vértices, B,.

Este tipo de grafos se construyen partiendo de un camino de 2k + 1 vertices,
etiquetados como x_g,...,Xp,...,X; en cada uno de cuyos extremos, x_j y X, s€
adjunta un grafo completo de 2k vértices usando un conjunto de 2k — 1 nuevos
vértices, que denotaremos por L y R respectivamente. Claramente, la simetria del
grafo hace que sea suficiente calcular las medidas de equilibrio 7, para x € RU
{x0,...,x}. Fijado x € R, entonces

( 2
n(n*+2n+37) .
- = =7 €L,
6(n+1) Y
_ ) I +150% +369n—71 i o ,
%(y) = 7200+ 1) —E(n—i—l), siy=ux;,i=—k,... Kk,
n
L n+17 S1 ye 7y7éx7
1
lo que implica que ||%]], = FICE) (7n* 4281 +411n* +523n— 110) y

12 = 945" + 37310 +7734n° + 13145n* 41706511 — 7396812 — 976491 + 10060
T= .

1% 7290(n+1)2
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Por otra parte, si j =0,...,k, entonces

H(5n—1 j
(DO =) L J iy 41, siyel,

72 2
(];l) (l’l—i—j—i—l), Sly:xlal:_k7"]’
}/X./(y): (i— )
Dnimj) siymsnizjok
DH(5n—1 ] :
@ii%i_l‘%@+n+h siyER,,
lo que implica que |||, = ||l +j?ny también que

2
1912 = %12+ é—1(54j2n—|—25n3 +3m° +57n—110),
1
donde [|%, ||, = i (513n° +324n* 4 5427n — 1880) y ademds

1
%2 = == (37k5 +50n* +970n% — 1070n% +4793n — 12620) .

648
648n ) .
Por tanto, 530 1 5L2 £ 41 10— 833 < A(By), sin=>5,11,17, mientras que
8ln(n+1)

ggf;o‘i‘ 280 A1 4 5230 — 110 < A(By), cuando n > 23. Ademads en cualquier

A(B )< 810n(n+1)(7n* 42813 44111 +523n—110)
) = 35678 —563n7 +4226n°—185075n5 —430831n% —490317213 —27099311n2+1241140n— 121000

Todo lo anterior confirma la estimacién A (B,,) € ¢ (n~?) obtenida también en [3].
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