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Resumen. En este trabajo presentamos un estudio de la Cohomologia de una red
pesada puramente resistiva basandonos en una definicién adecuada del operador ro-
tacional. Como consecuencia, obtenemos también los andlogos discretos del Teorema
de Poincaré y de la Descomposicién de Hodge. Finalmente, presentamos la aplicacién
de estos conceptos a redes uniformes n-dimensionales.
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1 Introduccion

En este trabajo presentamos el concepto de operador rotacional de una red.
Aunque tal operador puede ser considerarado en situaciones mucho més gene-
rales, ver [4], hemos preferido restringirnos aqui a las denominadas redes pu-
ramente resistivas, para las cuales queda en cierto modo completado el calculo
vectorial discreto desarrollado por los autores, [2,3]. A partir del rotacional
puede considerarse también una adecuada versién discreta de la Cohomologia
de De Rham de una variedad compacta asi como el analogo del Laplaciano
de Hodge. Una de las caracteristicas esenciales de nuestras técnicas es la de
considerar campos mas generales que los denominados flujos, que son los habi-
tuales en este &mbito, ver por ejemplo [1,5,6]. La ausencia de campos generales
en estos trabajos hace inviable la nocién de rotacional y consecuentemente los
resultados sobre descomposicién de campos, ver por ejemplo [1], no contienen
toda la posible informacién sobre la estructura de la red. De hecho, la ver-
sion de la Descomposicién de Hodge que presentamos aqui, representa no sélo
una version mimética a su contrapartida continua, sino también una respues-
ta satisfactoria al problema planteado por K. Gustafson y F. Harary en [7],
relativo la descomposicién ortogonal de un grafo en una parte irrotacional,
otra solenoidal y otra simultaneamente irrotacional y solenoidal.
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A modo de ilustracién de los conceptos introducidos, analizaremos la expre-
sién de los operadores en redes puramente resistivas construidas sobre reticulas
uniformes n-dimensionales

2 Preliminares

En todo el trabajo, I' = (V, E) denota un grafo simple, conexo y sin lazos,
cuyos conjuntos de vértices y ramas son V' y FE, respectivamente. Cuando I
es finito, el ntumero x(I") = |V| — |E| es la caracteristica de Euler of I' y es
bien conocido que x(I') < 1 y que la igualdad se satisface sii I" es un arbol.
Dos vértices diferentes x,y € V se denominan adjacentes, lo que se representa
como z ~ y, si {z,y} € E y entonces la rama {x,y} se denota por e;,. Una
orientacion en I’ es una aplicacién 7: E — V tal que 7({z,y}) € {z,y}. Si
e € E, el vértice x = 7(e) se denomina final de e, mientras que el vértice y
tal que e = ey, se denomina origen de e y se denota por w(e). En lo sucesivo
supondremos que se ha fijado sobre I" una orientacién 7.

Como es usual, denotaremos por C(V) y C(E) a los espacios vectoriales de
las funciones reales definidas en los vértices o en las ramas de I, respectiva-
mente. Una funcién v € C(V') se denomina peso si v(z) > 0 para cada z € V,
mientras que una funcién r € C(E) tal que r(e) > 0 para cada e € F se
denomina resistencia en I'. Si r es una resistencia, su conductancia asociada
es la funcién ¢ = r~! € C(E).

Una red puramente resistiva, en adelante simplemente red, es una terna
(I,r,v), donde r es una resistencia y v un peso.

Un campo vectorial sobre I' es una funcién del espacio vectorial

X)) ={f: VxV —TR tal que f(z,y) =0 siz % y}.

Un campo f € X(I") se denomina simétrico o antisimétrico si f(z,y) = f(y, z)
o f(z,y) = —f(y,z) para cada x,y € V, respectivamente. Denotaremos por
X5(I") y por X2(I") los subespacios vectoriales de campos simétricos y antisi-
métricos, repectivamente. Es claro que X' (I") = X5(I")@X?(I"), de manera que
cada campo f puede descomponerse de manera inica como suma de un campo
simétrico, su parte simétrica f* y de otro antisimétrico, su parte antisimétrica
2. También es claro que X%(I") estd naturalmente identificado con C(E), lo
que en particular implica que tanto la resistencia como la conductancia pueden
considerarse como campos simétricos tales que r(z,y),c(x,y) > 0 sii  ~ y,
mientras que la orientacién 7 permite también identificar X'#(I") con C(E),
ver [1,5,12].
Dados u,v € C(V) y f,g € X(I"), las expresiones

(u,0)y = ) u(@o(@)v(z) vy (fg)h= % > @y y)e.y)

zeV z,yeVvV
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definen sendos productos internos en C(V) y X(I'). En particular, la des-
composicién X(I') = X%(I") & X?(I") es ortogonal y por tanto tenemos que
f,g)r = (f°, g%) + (f*, g*),. Ademads si nos restringimos al espacio C(F), iden-
tificado con campos simétricos o antisimétricos, segin convenga, entonces

f,g)r = >_ r(e)f(e)g(e), de manera que el producto interno sobre C(E) coin-
eclE
cide con el que se usa habitualmente en el contexto de redes, ver por ejemplo

[9,10,13].
El gradiente es el operador V: C(V) — X*(I") que asigna a u € C(V) el
campo simétrico definido para cada x,y € V como

(Va) () = e(w,9) (u(r(ex)) —u(wleny)). (M)

o, Vu(e) = c(e) (u (T(e)) —u(w(e))), para cada e € F, siidentificamos Vu con
una funcién de C(F). Un campo vectorial f € X*(I") se denomina gradiente si
existe u € C(I") tal que f = Vu. Es claro que Vu = 0 sii u es constante.

La divergencia es el operador div = —V* y un campo se denomina solenoi-
dal si su divergencia es nula. Es claro que para cada f € X'(I") la funcién div f
estd determinada por la identidad (u, divf), = —(Vu,f),, para cada u € C(V),
lo que implica que para cada z € V

div f(z) = V(lx) Yo Py - Y Flay) (2)

w(ezy)=x T(exy)=1

o, identificando f* con una funcién de C(E),

div f(z) = V(lx) > Fle (E); *(e)

w(e)=z 7(e

y en particular, el operador div no depende de la resistencia y todo campo
antisimétrico es solenoidal.

Denominaremos rotacional al operador rot : X(I') — X?(I") que asigna
afe X(I') el campo antisimétrico definido para cada z,y € V' como

rotf(z, y) = r(z,y)f*(z,y). (3)

de manera que f es irrotacional, es decir rotf = 0, sii f € X9(1).

El siguiente resultado muestra que los anteriores operadores satisfacen pro-
piedades miméticas a las de sus andlogos continuos y pueden por tanto ser
utilizados para desarrollar un calculo vectorial coherente sobre redes.

Proposiciéon 1. divorot =0, rot oV =0y rot* = rot.
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Demostracion. Las dos primeras identidades se deducen directamente de las
definiciones. Por otra parte, si f,h € X'(I"), entonces

a 1 a a
(rotf, h), = (rot f,h?), = o > r(@ ), y)h*(z,y)
z,yeV
= (f% roth), = (f,roth),. 0

Observamos que las anteriores identidades se mantienen vélidas, y 1o mismo
ocurre con todas las propiedades que analizaremos en la siguiente seccion, si
en lugar de la definicion del rotacional que hemos adoptado, consideramos
cualquier multiplo no nulo, es decir si tomamos rotf(z,y) = ar(z,y)f?(x,y),
donde a € IR es un valor fijo no nulo.

3 La cohomologia de una red finita

Si bien la terminologia y técnicas de la Topologia Algebraica han configura-
do un tratamiento riguroso de las redes infinitas, ver por ejemplo [13], este
no ha sido el caso de las redes finitas y las tinicas menciones a este lenguaje
parecen ser [1,5,6,12]. Nuestro objetivo fundamental es mostrar que la situa-
cién en redes finitas es mimética a la de variedades Riemannianas compactas,
concretamente que el analogo discreto de la Cohomologia de De Rham pro-
porciona las mismas propiedades que la cohomologia ordinaria en el &mbito de
la Topologia Algebraica. Ademés los operadores introducidos en la secccién
precedente permiten considerar el denominado Laplaciano de Hodge sobre el
espacio de campos. Aunque este tipo de construcciones no son nuevas, ver
[6,8,11], el Laplaciano de Hodge se obtiene en estos trabajos considerando la
red como el 1-esqueleto de un complejo simplicial cuya dimensién es igual a la
del espacio ambiente, mientras que aqui no es preciso que el grafo subyacente
forme parte de un CW-complejo de dimensién superior. Teniendo en cuenta
la Proposicion 1 definimos el Complejo de De Rham de la red como

0

0= C(V) L x(I) 2% x() & 0

—C(V)—0 (4)
y denominamos grupos de cohomologia de De Rham a H°(I') = kerV y
HY(I') = kerrot /Img V.

Proposicion 2. Si I' es finita, se satisface la Formula de Euler-Poincaré,
x(I') = dim H(I") — dim H'(I'"), y ademds los siquientes enunciados son
equivalentes:

i) I' es un darbol.

i) HY(I') es trivial.

i11) Cada campo solenoidal es el rotacional de otro campo.
iv) Cada campo irrotacional es un campo gradiente.
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Demostracion. ComodimC(V) = |V |y dim X%(I") = dim X?(I") = dimC(E) =
|E|, de la identidad dimkerV = 1 se deduce que dimImgV = |[V| -1y
por tanto que dimkerdiv = 2|E| — |V| + 1, ya que kerdiv = [Img V]*+. Por

otra parte, dimkerrot = dimX5(I") = |E| y como Imgrot = [kerrot]*,
dim Imgrot = |E|.
Las identidades anteriores implican que dim H°(I') = 1, mientras que

dim HY(I') = |E| — |[V|+ 1 = 1 — x(I'), de donde obtenemos la Férmula
de Euler y también la equivalencia entre (i) y (ii).

Por otra parte, como dimkerdiv = |E|+ 1 — x(I"), I' es un &rbol sii
dimkerdiv = |E| o, de manera equivalente, sii dimImgV = |E|. Como
Img rot C kerdiv e ImgV C kerrot, resulta que cada campo solenoidal es
el rotacional de otro sii dimkerdiv = |E|, es decir, sii I" es un arbol, mientras
que cada campo irrotacional es gradiente sii dimImgV = |E|, es decir sii I’
es un arbol. O

Si tenemos presente que los arboles son los Unicos grafos cuya realizacion
geométrica es un CW-complejo unidimensional simplemente conexo, de hecho
contractil, el anterior resultado debe interpretarse como el andlogo discreto
del Lema de Poincaré.

Denominamos operador de Laplace-Beltrami o simplemente Laplaciano y
Laplaciano de Hodge a los endomorfismos de C(V) y X (I") definidos respecti-
vamente como

A=—divoV 'y A=rotorot —V odiv. (5)

Ademis, u € C(V) es una funcién armdnica si Au = 0, mientras que f € X(I")
es un campo armdnico si Af = 0.
Siu € C(V) es facil concluir que Au(x) = — clz,y)(u(x) —u
(V) q () V(m)y;/( y) (u(z) - u(y))
para cada x € V', de manera que A no depende de la orientacion. Asi pues, si
v = 1 entonces A es Laplaciano combinatorio estandar, mientras que si v es

el grado generalizado, es decir v(z) = > ¢(z,y) para cada x € V, entonces
yev
A es el denominado Laplaciano probabilistico. Por otra parte, si f € X(I),

entonces para cada x,y € V se tiene que

Af(z,y) = r(z,y)*f(z,y)

| Y Pl )= Y Plrlea).ole)

w(e)=T(exy) T(e)=7(exy)
L _@y) Y. Plwleay) (@) = Y Flwlew) wle)
V(w(ezy)) w(e)=w(eay) T(e)=w(ezy)

En particular, Af = rot rot f si f € X?(I"), mientras que Af = —Vdivf si
f e X5(I'). Si ademés v = 1 cuando f € X5(I"), interpretando f y Af como
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funciones de C(F), resulta que

Af(e) =cle) | DY B+ D PFl)— DY fl)— D )
e')=r

w(e')=w(e) T(e)=7(e) 7(e)=w(e) w(e')=r(e)

expresién que coincide con la obtenida in [1], ya que en este caso tenemos que
A=V*oVyA=VoV*

Proposicion 3. El Laplaciano y el Laplaciano de Hodge son operadores au-
toadjuntos y semi-definidos positivos. Ademds las inicas funciones armdnicas
son las constantes y los campos armonicos son y solo son los simultdneamente
wrrotacionales y solenoidales.

Demostracidn. Por una parte A* = —V* odiv: = A, ya que V y div son
mutuamente adjuntos, mientras que A* = rot* orot* —div: o V* = A, ya que
rot es autoadjunto. Por otra parte, si u € C(V) y f € X(I"), entonces

(u, Au), = (Vu,Vu), 'y (f,Af), = (rot f,rot f), + (divf,divf),
de donde se concluye la caracterizacion de funciones y campos arménicos. O

El siguiente resultado es el analogo discreto del Teorema de Descomposicion
de Hodge y su demostracién, idéntica a la de su analoga continua, se basa en
las relaciones entre los operadores involucrados.

Proposicion 4. Se tienen las siguientes descomposiciones ortogonales
C(V)=ker A@Imgdiv y X(I')=ker A®ImgV @ Img rot.
En particular, H(I') ~ ker A y HY(I'") ~ ker A.

Este resultado puede ser facilmente reinterpretado en términos de la ver-
sién discreta del Teorema de Helmholtz: Para cada f € X(I') existen una
funcion u € C(V) y campos g,h € X(I') con h solenoidal e irrotacional si-
multdneamente y tales que f = Vu + rot g+ h. De esta forma, el Teorema de
Helmholtz responde adecuadamente a la cuestién principal planteada en [7].

4 Aplicaciéon a redes uniformes n-dimensionales

En esta seccion utilizaremos las expresiones de los operadores V,div, rot, A
y A cuando la red sobre la que estdn definidos es la reticula uniforme n-
dimensional. La mayor parte de las cuestiones que expondremos aqui son
susceptibles de ser enmarcadas en un contexto mucho mas general dentro del
ambito de los Esquemas en Diferencias para discretizar operadores elipticos
con coeficientes constantes. El lector interesado puede consultar [2,3], trabajos
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en los que se consideran redes mas generales que las puramente resistivas
tratadas aqui.

Para cada h > 0, I}, es el grafo cuyo conjunto de nodos es V; = hZ"™ y
donde dos nodos son adyacentes si su distancia euclidea es h. Asi pues, cada
nodo z € V}, tiene exactamente 2n nodos adyacentes {x; }?21 donde si e; es el
J-ésimo vector de la base candnica entonces x; = v + he; y x,q; = x — he;.
Para cada i,j = 1...n, consideraremos también los nodos z;; = x+h (e;+¢;),
Tintj =+ h(ei =€), Tnyij = © + h(ej — &) Y Tntiny; = = — hlei +¢j).
Claramente, Tip4; = Tntj; y ademds x;,4; = « para cada i =1,...,n.

Fijaremos en I}, la orientacién en la que © = w(ezs;) v T = T(€xa,.,;);
para cada j = 1,...,n. Denominamos reticula uniforme n-dimensional de
tamano h a la red (I',r,v) donde v(z) = h, para cada z € Vj, y 7 es una
resistencia homogénea o uniforme en el sentido de que existen rq,...,r, >0
tales que r(x,x;) = 7(x,xpyj) = hrj, j = 1,...,n para cada x € V},. En este
caso, es conveniente definir rotf(z,z;) = h=?r(z,z;)f*(z,z;), es decir como

i o
h
Proposicion 5. Consideremos la resistencia uniforme dada paraj =1,...,n
como r(x,xj) = (T, Tnij) = hk;l, donde ki, ..., ky, > 0. Entonces, para cada
funcién u € C(Vy,), para cada x € Vi, y cada j = 1,...,n, se satisface que
kj

Vu(a, ;) = 2 (uleg) —u(@) y Vulezag) = L (@)~ ulens).

rotf(z,z;) = (x,x;), para cada j =1,...,2n y cada f € X(I).

1
para cada campo f€ X(I") se tiene que divf(z =5 Z (z,25) (@, Trpy)],

lo que implica que

An(w)(@) = 25 D7 Ry (2u(a) — ulay) — ulansy)),

=1
es decir, Ay, es el esquema en diferencias estandar de 2n + 1 nodos para el
n

operador diferencial lineal con coeficientes constantes L(u) = — 3 kjug;q, .
=1

Finalmente, para cada f € X(I'), cada x € Vj, y cada i =1,...,n, se tiene

n

1 k; N .
h2k2f (2, 25)+ 72 [F(@, ;) — (2, Tny)]
7=1
k; - , )
+ ﬁ [f (ﬂ?i,xin_w‘) —f (a:z,:c,])}
7=1

1 ki ;
Af(z, Tn4i) = Wfa($axn+i)+ hij? Z [fs(l‘aﬂﬁnﬂ) —f (l‘anj)]

Af(x,z;) =

k; = < N
+ ﬁ [P (@ntis Tryig) = P (@npis Tnyingj)]
7=1
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